
Jak na separované prom¥nné

Základní úloha: °e²íme rovnici y ′ = g(y) · f (x) pro f a g spojité.

P°i hledání °e²ení postupujeme v následujících ²esti krocích:

1. de�ni£ní obor funkce f → maximální intervaly I1, I2, . . .

2. de�ni£ní obor a nulové body funkce g → max. intervaly J1, J2 . . .

3. stacionární °e²ení (nulové body g)
4. zvolíme kaºdé I = Ik a J = Jl najdeme

I F primitivní k f na I
I G primitivní k 1

g
na J

5. pro C ∈ R najdeme maximální intervaly v mnoºin¥
{x ∈ I : F (x) + C ∈ G (J)} → °e²ení G−1(F (x) + C )

6. lepení



Existence a jednozna£nost °e²ení

Základní úloha: °e²íme rovnici y ′ = g(y) · f (x) pro f a g spojité.

I v¥tvení (nejednozna£nost) m·ºe nastat pouze v bod¥, na jehoº okolí
není fg ′ spojitá,

I (lepení) nech´ y1 je °e²ením na (a, b) a y2 je °e²ením na (b, c),
pokud lim

x→b−
y1(x) = L = lim

x→b+
y2(x), potom funkce y : (a, c)→ R

de�novaná jako

y(x) =


y1(x), x ∈ (a, b),

L, x = b,

y2(x), x ∈ (b, c)

je °e²ením na (a, c).



Jak na separované prom¥nné - p°íklady
�e²me rovnici y ′ =

1
x(x + 1)

.

Máme f (x) =
1

x(x + 1)
a g(y) = 1.

1. D(f ) = R \ {−1, 0} maximální intervaly

I1 = (−∞,−1), I2 = (−1, 0). I3 = (0,∞)

2. nulové body funkce g nejsou, D(g) = R,

J1 = R

3. stacionární °e²ení nejsou
4.

F (x) =

{
log x

x+1
I = I1, I3

log −xx+1
I = I2

, G (y) = y , J = J1

5. {x ∈ Ik : F (x) + C ∈ G (J)} = Ik , k = 1, 2, 3, G−1(y) = y a tedy

y(x) =

{
log x

x+1
+ C x ∈ I1, I3,

log −xx+1
+ C x ∈ I2.

6. ºádné lepení
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1
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�e²me rovnici y ′ = y(y + 1).

Máme f (x) = 1 a g(y) = y(y + 1).

1. D(f ) = R maximální intervaly

I1 = R

2. nulové body funkce g jsou −1 a 0, D(g) = R,

J1 = (−∞,−1), J2 = (−1, 0). J3 = (0,∞)

3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 0

4.

F (x) = x , I = I1 G (y) =

{
log y

y+1
J = J1, J3,

log −yy+1
J = J2.
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�e²me rovnici y ′ = y(y + 1).

1. I1 = R
2. J1 = (−∞,−1), J2 = (−1, 0). J3 = (0,∞)

3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 0

4.

F (x) = x , I = I1 G (y) =

{
log y

y+1
J = J1, J3,

log −yy+1
J = J2.

5. I = I1 = R, J = J1 = (−∞,−1), F (x) = x , G (y) = log y
y+1

.

lim
y→−∞

G (y) = 0, lim
y→−1−

G (y) =∞ =⇒ G (J) = (0,∞)

Pro C ∈ R dostáváme

{x ∈ I : F (x) +C ∈ G (J)} = {x ∈ R : x +C ∈ (0,∞)} = (−C ,∞).

G−1(t) =
et

1− et
dává °e²ení y3(x) =

ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−C ,∞), C ∈ R.
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�e²me rovnici y ′ = y(y + 1).

1. I1 = R
2. J1 = (−∞,−1), J2 = (−1, 0). J3 = (0,∞)

3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 0

4.

F (x) = x , G (y) =

{
log y

y+1
I = I1, I3

log −yy+1
I = I2

.

5. I = I1 = R, J = J2 = (−1, 0), F (x) = x , G (y) = log −yy+1
.

lim
y→−1+

G (y) =∞, lim
y→0−

G (y) = −∞ =⇒ G (J) = (−∞,∞)

Pro C ∈ R dostáváme

{x ∈ I : F (x)+C ∈ G (J)} = {x ∈ R : x+C ∈ (−∞,∞)} = (−∞,∞).

G−1(t) = − et

1+ et
dává °e²ení y4(x) = −

ex+C

1+ ex+C
, x ∈ R, C ∈ R.
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1. I1 = R
2. J1 = (−∞,−1), J2 = (−1, 0). J3 = (0,∞)

3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 0

4.

F (x) = x , G (y) =

{
log y

y+1
I = I1, I3

log −yy+1
I = I2

.

5. I = I1 = R, J = J3 = (0,∞), F (x) = x , G (y) = log y
y+1

.

lim
y→−0+

G (y) = −∞, lim
y→∞

G (y) = 0 =⇒ G (J) = (−∞, 0)

Pro C ∈ R dostáváme

{x ∈ I : F (x)+C ∈ G (J)} = {x ∈ R : x+C ∈ (−∞, 0)} = (−∞,−C ).

G−1(t) =
et

1− et
dává °e²ení y5(x) =

ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−∞,−C ), C ∈ R.
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{
log y
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log −yy+1
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.

5.

y3(x) =
ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−C ,∞), C ∈ R,

y4(x) = −
ex+C

1+ ex+C
, x ∈ R, C ∈ R,

y5(x) =
ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−∞,−C ), C ∈ R.
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�e²me rovnici y ′ = y(y + 1).

6. Máme °e²ení:

y1(x) = −1, y2(x) = 0

y3(x) =
ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−C ,∞), C ∈ R,

y4(x) = −
ex+C

1+ ex+C
, x ∈ R, C ∈ R,

y5(x) =
ex+C

1− ex+C
, x ∈ (−∞,−C ), C ∈ R.

Jsou to maximální °e²ení? → lepení

lim
x→−C+

y3(x) = lim
x→−C+

ex+C

1− ex+C
= −∞

lim
x→−C−

y5(x) = lim
x→−C−

ex+C

1− ex+C
=∞.

Lepit nelze.
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�e²me rovnici y ′ =

√
1− y2.

Máme f (x) = 1 a g(y) =
√

1− y2.

1. D(f ) = R, I1 = R

2. D(g) = [−1, 1], nulové body −1 a 1, J1 = (−1, 1)
3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 1

4. F (x) = x , I = I1; G (y) = arcsin y , J = J1.

5. I = I1 = R, J = J1 = (−1, 1), F (x) = x , G (y) = arcsin y .

lim
y→−1+

G (y) = −π
2
, lim

y→1−
G (y) =

π

2
=⇒ G (J) =

(
−π

2
,
π

2

)
Pro C ∈ R dostáváme
{x ∈ I : F (x) + C ∈ G (J)} =

{
x ∈ R : x + C ∈

(
−π

2
,
π

2

)}
=
(
−π

2
− C ,

π

2
− C

)
.

G−1(t) = sin t a tedy dostáváme °e²ení

y3(x) = sin(x + C ), x ∈
(
−π

2
− C ,

π

2
− C

)
, C ∈ R.
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2. D(g) = [−1, 1], nulové body −1 a 1, J1 = (−1, 1)
3. stacionární °e²ení jsou y1 = −1 a y2 = 1

4. F (x) = x , I = I1; G (y) = arcsin y , J = J1.

5. I = I1 = R, J = J1 = (−1, 1), F (x) = x , G (y) = arcsin y .

lim
y→−1+

G (y) = −π
2
, lim

y→1−
G (y) =

π

2
=⇒ G (J) =
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−π

2
,
π

2

)
Pro C ∈ R dostáváme
{x ∈ I : F (x) + C ∈ G (J)} =

{
x ∈ R : x + C ∈

(
−π

2
,
π

2

)}
=
(
−π

2
− C ,

π

2
− C

)
.
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2
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�e²me rovnici y ′ =
√

1− y2.

6. Máme °e²ení:

y1(x) = −1, y2(x) = 1

y3(x) = sin(x + C ), x ∈
(
−π

2
− C ,

π

2
− C

)
, C ∈ R.

Jsou to maximální °e²ení?

lim
x→−π

2
−C+

y3(x) = lim
x→−π

2
−C+

sin(x + C ) = −1

lim
x→,π

2
−C−

y5(x) = lim
x→,π

2
−C−

sin(x + C ) = 1

Takºe m·ºeme (musíme) lepit a pro C ∈ R dostaneme maximální
°e²ení

ỹ3(x) =


−1, x ∈

(
−∞,−π

2
− C

)
sin(x + C ), x ∈

[
−π

2
− C , π

2
− C

]
1, x ∈

(
π
2
− C ,∞

)



Jak na separované prom¥nné - p°íklady

�e²me rovnici y ′ =
√

1− y2.

6. Máme °e²ení:

y1(x) = −1, y2(x) = 1

y3(x) = sin(x + C ), x ∈
(
−π

2
− C ,

π

2
− C

)
, C ∈ R.

Jsou to maximální °e²ení?

lim
x→−π

2
−C+

y3(x) = lim
x→−π

2
−C+

sin(x + C ) = −1

lim
x→,π

2
−C−

y5(x) = lim
x→,π

2
−C−

sin(x + C ) = 1

Takºe m·ºeme (musíme) lepit a pro C ∈ R dostaneme maximální
°e²ení
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�e²me rovnici y ′ =
6xy

2

3

1+ x2
. Máme f (x) =

2x
1+ x2

a g(y) = 3y
2

3 .

1. D(f ) = R a tedy I1 = R
2. D(g) = R, nulový bod je 0 a tedy J1 = (−∞, 0), J2 = (0,∞)

3. stacionární °e²ení je y1 = 0

4. F (x) = log(1+ x2), I = I1; G (y) = y
1

3 , J = J1, J2.

5. I = I1 = R, J = J1 = (−∞, 0), G (J) = (−∞, 0),

{x ∈ I : F (x) + C ∈ G (J)} = {x ∈ R : log(1+ x2) + C ∈ (−∞, 0)}
= {x ∈ R : log(1+ x2) ∈ (−∞,−C )}
= {x ∈ R : 1+ x2 ∈ (0, e−C )}

= (−
√

e−C − 1,
√
e−C − 1), C < 0.

G−1(t) = t3 a tedy dostáváme °e²ení

y2(x) = (log(1+x2)+C )3, x ∈ (−
√

e−C − 1,
√
e−C − 1), C < 0
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{x ∈ I : F (x) + C ∈ G (J)} = {x ∈ R : log(1+ x2) + C ∈ (0,∞)}
= {x ∈ R : log(1+ x2) ∈ (−C ,∞)} = {x ∈ R : 1+ x2 ∈ (e−C ,∞)}

=

{
(−∞,−

√
e−C − 1) ∪ (

√
e−C − 1,∞), C ≤ 0

(−∞,∞), C > 0.

G−1(t) = t3 a tedy dostáváme °e²ení

y3(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,−
√

e−C − 1), C ≤ 0

y4(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (
√

e−C − 1,∞), C ≤ 0

y5(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,∞), C > 0
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�e²me rovnici y ′ =
6xy

2

3

1+ x2
.

6. Máme °e²ení:

y1(x) = 0

y2(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−
√

e−C − 1,
√
e−C − 1), C < 0

y3(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,−
√

e−C − 1), C ≤ 0

y4(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (
√

e−C − 1,∞), C ≤ 0

y5(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,∞), C > 0

�e²ení y5 je ur£it¥ maximální a protoºe (pro C ≤ 0)

lim
x→±
√

e−C−1
(log(1+ x2) + C )3 = 0,

m·ºeme °e²ení y2, y3 a y4 lepit v krajních bodech tvaru ±
√
e−C − 1.



Jak na separované prom¥nné - p°íklady

�e²me rovnici y ′ =
6xy

2

3

1+ x2
.

6. Máme °e²ení:

y1(x) = 0

y2(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−
√

e−C − 1,
√
e−C − 1), C < 0

y3(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,−
√

e−C − 1), C ≤ 0

y4(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (
√

e−C − 1,∞), C ≤ 0

y5(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,∞), C > 0

�e²ení y5 je ur£it¥ maximální a protoºe (pro C ≤ 0)

lim
x→±
√

e−C−1
(log(1+ x2) + C )3 = 0,

m·ºeme °e²ení y2, y3 a y4 lepit v krajních bodech tvaru ±
√
e−C − 1.



Jak na separované prom¥nné - p°íklady

�e²me rovnici y ′ =
6xy

2

3

1+ x2
. Tvar obecného maximálního °e²ení bude bu¤

y5(x) = (log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,∞), C > 0,

nebo

ỹ(x) =



(log(1+ x2) + C )3, x ∈ (−∞,−
√
e−C − 1],

0, x ∈ (−
√
e−C − 1,−

√
e−D − 1],

(log(1+ x2) + D)3, x ∈ (−
√
e−D − 1,

√
e−D − 1),

0, x ∈ [
√
e−D − 1,

√
e−E − 1),

(log(1+ x2) + E )3, x ∈ [
√
e−E − 1,∞),

kde C ,E < D ≤ 0, C ,E ∈ [−∞, 0].
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Máme v²echna °e²ení? Máme f (x) =
2x

1+ x2
a g(y) = 3y

2

3 .


